
Лекция 13 
Тема. Функции нескольких переменных: формула Тейлора, экстремум. 

 
План лекции:  

1) Формула Тейлора для функции нескольких переменных. 
2) Основные понятия. 
3) Необходимые условия экстремума функции двух переменных.  
4) Знакоопределенные квадратичные формы.  
5) Достаточные условия экстремума функции двух переменных. 
6) Условный экстремум. Метод множителей Лагранжа в задаче нахождения условного 

экстремума. 
7) Наибольшее и наименьшее значение функции в ограниченной замкнутой области.  

 
 

§1. Формула Тейлора для функции нескольких переменных. 
 

 Формула Тейлора для функции нескольких переменных по форме полностью аналогична 
формуле Тейлора для функции одной переменной. 
 
 Теорема (Формула Тейлора)  

 

 
- остаток в форме Лагранжа. 
 В частности, для функции двух переменных теорему можно записать в виде:  

 

 
 

 Теорема (Ряд Тейлора) 

 

 



который называется рядом Тейлора для функции f  в окрестности ),( 0 xS . 
 Рассмотрим примеры. 
Пример 1.  Разложить функцию  yxeyxf ),(  по формуле Тейлора с центром в точке )1,0(0M  
до членов второго порядка включительно.  
Решение. Сначала находим частные производные функции ),( yxf  до второго порядка 
включительно.  
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В точке )1,0(0M  имеем:  
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Подставив эти выражения в формулу Тейлора, получаем 
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Пример 2.   Найти разложение по формуле Тейлора для функции  yeyxf x sin),(    в точке 
)0,0(O   до слагаемых третьего порядка включительно.  

Решение. Значение функции в точке О:   00sin)0,0( 0  ef .  
Частные производные первого порядка равны  

 
их значения в точке :  

 
Частные производные второго порядка равны  

 
их значения в точке :  

 
Наконец, частные производные третьего порядка равны  

 
их значения в точке :  

 
Значит, формула Тейлора, учитывающая слагаемые до третьего порядка включительно, такова:  

 



            Окончательно:  

 
Пример 3.   Найти квадратичное приближение для функции  yxyxf ),(  в окрестности точки 

)1,1(M  и вычислить приближённо значение выражения  05,198,0 .  
Решение. Имеем: 

    

 

 

 
Поэтому искомое приближение будет иметь вид 

 
Подставляя сюда  ݔ = 0,98 = 1 + (−0,02)  и     ݕ = 1,05 = 1 + 0,05, получаем:  

 
Пример 4.   Найти разложение многочлена  xyyxyxf 32),( 33   по степеням биномов  

)1( x  и )2( y .  
Решение. Для этого разложим функцию ),( yxf  по формуле Тейлора в точке )2,1(M . Имеем:  

 

 

         
Все производные порядков 4 и выше тождественно равны 0. Поэтому остаточный член 
четвёртого порядка в формуле Тейлора будет тождественно равен 0 и мы получаем точное, а 
не приближённое равенство:  

 

 

 



§2. Основные понятия. 
 

 

 

 

 
 

На рис. изображена функция двух переменных. 
Поясним геометрический смысл локального максимума: 

 000 ; yxM  - точка максимума, так как на поверхности 
 yxzz ;   соответствующая ей точка 0C  находится выше 

любой соседней точки C (в этом локальность максимума). 
Заметим, что на поверхности в целом есть точки (например, 
В), которые находятся выше 0C , но эти точки (например, В) 
не являются "соседними" с точкой 0C . В частности, точке 
В соответствует понятие глобального максимума: 

)(),(max 3Mzzyxz B  . 
 

 

 
 
 



§3. Необходимые условия экстремума функции двух переменных. 
 

 

 
 В частности, в случае функции двух переменных справедлива теорема. 
 Теорема.  Если в точке   000 ; yxM  функция  yxfz ;  достигает  экстремума, то  каждая 
её частная производная первого порядка в этой точке равна нулю:     0;,0; 0000  yxfyxf yx   
или не существует.   
 Геометрическое доказательство для функции двух переменных  yxfz ;  "очевидно". 
Пусть для простоты функция дифференцируемая. Если в точке 0C  на рис. провести касательную 
плоскость, то она "естественно" пройдет горизонтально, т. е. под углом 0° к оси OX  и к оси OY  
Тогда в соответствии с геометрическим смыслом частных производных: 

    00;,00; 0
00

0
00  tgyxftgyxf yx   что и требовалось доказать. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Точка в которой частные производные первого порядка функции f  равны 
нулю называется стационарной точкой функции z  (или точкой возможного экстремума). Не 
всякая стационарная точка является точкой экстремума.  
ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Стационарные точки и точки, в которых хотя бы одна частная производная не 
существует называются критическими точками (точками возможного экстремума).  

В критических точках функция может иметь экстремума, а может и не иметь. Равенство 
нулю частных производных является необходимым, но не достаточным условием существования 
экстремума.  

 Для нахождения экстремумов функции в данной области необходимо критическую точку 
функции подвергнуть дополнительному исследованию. 

 
 

§4. Знакоопределенные квадратичные формы. 

 

 
 



§5. Достаточные условия экстремума функции многих переменных. 
 

Пусть задана функция  RDf :  ( nRD  ), имеющая непрерывные частные производные 
второго порядка. Для того чтобы узнать, имеет ли f  в точке 0x   локальный экстремум и каков 
характер этого экстремума, воспользуемся формулой Тейлора с остатком в форме Пеано, учтя 
необходимое условие экстремума. Получим: 
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1,
.  Справедливы следующие теоремы: 

Теорема. 

 
Теорема. 

 
 
 Теорема (критерий Сильвестра для случая функции двух переменных)  
 Пусть  в стационарной точке   DyxM 000 ;   и некоторой ее окрестности функция  yxf ;  
имеет непрерывные частные производные до второго порядка включительно. Вычислим в точке 

 000 ; yxM  значения  00 ; yxfA xx ,   00 ; yxfB xy ,   00 ; yxfC yy .  

Обозначим  2BAC
CB
BA

 .  Тогда: 

1. Если 0 , то функция  yxf ;  в точке  000 ; yxM  имеет экстремум, причем это 
локальный максимум если 0A , и локальный минимум,  если 0A . 

2. Если 0 , то функция  yxf ;  в точке  000 ; yxM  экстремума не имеет. 
3. В случае 0  экстремум в точке  000 ; yxM  может быть, может не быть. Требуется 
дальнейшее дополнительное исследование.  

Доказательство теоремы можно найти в любом учебнике по мат. анализу (используется 
формула Тейлора функции нескольких переменных и теория квадратичных форм).  
 
Пример 5.  Найти экстремум функции 4323 yxyxz  . 
 Решение. Имеем 322 43,36 yxzxxyz yx  . Точки, в которых частные производные не 
существуют, отсутствуют. Найдем стационарные точки, решая систему уравнений: 
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 отсюда получаем точки  3;61M  и  0;02M . Находим частные производные 

второго порядка данной функции:  212,6,66 yzxzxyz yyxyxx  . 

 В точке  3;61M  имеем: 108,36,18  CBA , отсюда   6483610818 22 BAC ,   
т.е. 0 . Так как 0A , то в точке  3;61M  функция имеет локальный максимум:  

  273633633;6 43
max  zz . 

 В точке  0;02M : 0,0,0  CBA  и значит, 0 . Проведем дополнительное 
исследование. Значение функции z  в точке 2M  равно нулю:   00;0 z . Можно заметить, что 

04  yz  при 0,0  yx :  03  xz  при 0,0  yx . Значит, в окрестности точки  0;02M  
функция z  принимает как отрицательные, так и положительные значения. Следовательно, в 
точке 2M  функция экстремума не имеет. 
 
Пример 6.  Найти точки экстремума функции:  ݖ = ଷݔ − ݔ3 + ଶݕ + ݕ6 + 16    
Решение. Найдем стационарные точки функции. Для этого сначала найдем частные производные 

, .   Решая систему уравнений     , 
находим стационарные точки ଵܲ(1, −3), ଶܲ(−1, −3). Выясним, достигает ли в них заданная 
функция экстремум. Находим значения вторых производных в точке  ଵܲ: 

,   ;      ,    ; 

,    . Вычислим - функция в 
точке ଵܲ  имеет экстремум. Так как  ܣ = 6 > 0  , то в точке ଵܲ функция  z  имеет минимум: 

.    Аналогично проводятся исследования для точки ଶܲ(−1, −3): 

; ; ; - экстремума в 
точке ଶܲ(−1, −3)  нет. 
 
Пример 7.  Исследовать на экстремум: ݖ = ଷݔ2 + ଶݕݔ + ଶݔ5 + ଶݕ − 1   
Решение.  Найдём стационарные точки, решая систему: 

 
то есть найдены четыре стационарные точки. Далее: 

 



 
в точке )0,0(1M   минимум. Причём  
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2M  - максимум. Причём    

 
Пример 8. Исследовать на экстремум функцию  ݖ = ସݔ + ସݕ − ଶݔ − ݕݔ2 −   ଶݕ
Решение.  Находим 

 

Стационарные точки определяются из системы  
 
Она имеет три решения ܯ଴(0,0), ,ଵ(−1ܯ −1),  ଶ(1,1).   Для применения достаточных условийܯ
локального экстремума вычислим вторые производные 

 

Составим выражение  В точке 0M следовательно, необходимы 

дополнительные исследования.   Рассмотрим z(0, 0) = z(h, k) - z(0, 0). 
       При 20,  hkh   имеем   z(0, 0) = 0)2(2 22 hh  

      При ℎ = −݇, ℎ > 0,  имеем  
Таким образом, приращение z(0, 0) принимает значения разных знаков, а поэтому в точке 0M
(0,0) экстремума нет. 

Далее в точках     и так как 

 то в этих точках достигается минимум, причём  
 



§6. Условный экстремум. Метод множителей Лагранжа в задаче  
нахождения условного экстремума. 

 

 
 

 
 

 
 

Метод множителей Лагранжа. 

 
  



 
 

§7. Наибольшее и наименьшее значение функции в ограниченной замкнутой области. 
 
 Пусть функция   nxxfz ,...,1  определена и непрерывна в ограниченной замкнутой 
области D . Тогда она достигает в некоторых  точках D  своего наименьшего M  и наименьшего 
m  значении. Это значения достигается функцией в точках, расположенных внутри области D  
(стационарных точках), или в точках, лежащих на границе области. 

 Для определения наибольшего, наименьшего значения функции f  на множестве D  
сравниваем наибольшее, наименьшее значение функции f  в стационарных точках области D  с 
наибольшим и наименьшим значениями функции f  на границе области D . 

Например, для нахождения наибольшего и наименьшего значений функции двух 
переменных  yxfz ;  в замкнутой области D  можно предложить следующий план:  

1. Найти все критические точки функции, лежащие внутри области  D , и вычислить 
значения функции в них (в данном случае нет необходимости исследовать функцию 
на экстремум). 

2. Найти наибольшее М и наименьшее  m  значения функции  yxfz ;  на границах 
области. В данном пункте: 

a) предварительно строим чертёж, выделяем все части границы области D. 
b) находим все "угловые" точки границы Вычисляем значения в "угловых" 

точках границы.  
c) Находим стационарные точки на каждой из границ. 

3. Сравнить все найденные значения функции и выбрать из них среди них наибольшее 
и наименьшее значения функции в данной области.  

 
Пример 9.  Найти наибольшее и наименьшее значение функции  ݖ = ଶݔ + ଶݕ2 + ݕݔ4 − ݔ6 + 1 
в области   ݔ} :ܦ ≥ 0, ݕ ≥ 1, ݔ + ݕ ≤ 3}. 

Решение.  Построим область D (см. рис.)  Угловые точки 
области (0,1)ܭ, ,(0,3)ܯ ݔ :это точки пересечения линий  (2,1)ܮ = 0, 
ݕ = 1, ݔ + ݕ = 3.  

1. Найдем стационарные точки функции. Для этого сначала 
находим  

 . 
Координаты стационарной точки являются решением системы: 

. 
Точка  ଵܲ(−3,3) - стационарная. Точка ଵܲ не попадает в область D, следовательно, значение 
функции в этой точке не будем рассматривать. 



 2. Исследуем функцию на границах области D.  Ее границы задаются уравнениями: 
      а) ݔ = 0;     б) ݕ = 1;    в) ݔ + ݕ = 3.  
Рассмотрим подробно каждое из вышеперечисленных уравнений: 
а) если ݔ = 0, то 12 2  yz  - функция одной переменной у. Найдем ее стационарные точки: 

. 
Получаем стационарную точку )0,0(2P , не попадающую в область D. 
б) если ݕ = 1, то 322  xxz  - функция одной переменной х. Найдем ее стационарные 

точки: 

. 
Получаем стационарную точку )1,1(3P , входящую в область D. 

в) если ݔ + ݕ = 3, то xy  3  и  .  
Получаем, что  ݖ = ଶݔ− − ݔ6 + 19  - функция одной переменной  х.  

Найдем ее стационарные  точки:     
Получаем стационарную точку )6,3(4 P , не попадающую в область D. 

 3. Таким образом, получили четыре точки, в которых функция может достигать 
наибольшего и наименьшего значения: .,,,3 LMKP . Вычислим значение функции z в этих точках 
и выберем из них наибольшее и наименьшее: 

- наименьшее; 

; 

- наибольшее; 

. 
Итак, наибольшее значение  (0,3)ݖ = 19;  наименьшее значение  (1,1)ݖ = 2. 

 
   


